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Capitulo 7 - Movimento Vibratoério

Dos movimentos encontrados na natureza, um dos mais importantes € o movimento
oscilatério (ou vibratério). Uma particula tem oscilagdo quando se move periodicamente em
torno de uma posicdo de equilibrio. O movimento de um péndulo € oscilatério. Um peso
amarrado na extremidade de uma mola esticada, oscila ao ser abandonado. Os 4tomos num
sOlido estdo em vibracdo. Os electrdes, numa antena transmissora ou receptora, executam
réapidas oscilagdes. A compreensdo do movimento vibratério € fundamental para a
compreensdo de fendémenos ondulatorios.

7.1 Oscilador harmonico a uma dimensao

De todos os movimentos oscilatorios, o mais importante € o movimento harmonico simples
(MHS), porque, além de ser o movimento mais simples para se descrever matematicamente,
constitui uma descri¢c@o bastante precisa de muitas oscilagdes encontradas na natureza.

7.2 Cinematica do Movimento Harmonico Simples
7.2.1 Amplitude, Fase inicial, Periodo e Frequéncia Angular

Por defini¢do, dizemos que uma particula executa um movimento harménico simples ao
longo do eixo X (por exemplo) quando o seu deslocamento (elongacdo) x em relagdo a
origem do sistema de coordenadas, ¢ dado, como fun¢do do tempo, pela relacao;

x(t) = Asin(@wt+@,) (m) (7.1)

A grandeza @t + ¢ é denominada fase, com ¢ a fase inicial - o valor da fase parat =0 s.
O movimento harmoénico simples é aqui expresso em termos da fungdo sin, mas poderiamos
ter utilizado a fun¢do cos (ambas sdo fungdes sinusoidais), sendo que a tnica diferenca € uma
diferenca de 7/2 na fase inicial. Como a func¢do sin (e cos) varia entre -1 a +1, o deslocamento
da particula varia entre x = -A (m) e x = +A (m). A elongacdo mdxima, A, em relacdo a
origem, € a amplitude do movimento harménico simples. A funcao sin repete-se cada vez que
o angulo varia de 2m. Logo, o deslocamento da particula repete-se apds um intervalo de
tempo de 27/ @. Portanto o movimento harménico simples € periddico, de periodo T = 21t/ @
(em s). A frequéncia f de um movimento harmoénico simples € igual ao nimero de oscilagdes,
por unidade de tempo; assim, f=1/T (Hz ou s'l).

A grandeza @ denominada frequéncia angular (ou velocidade angular) da particula
oscilante, estd relacionada com a frequéncia pela seguinte expressdao (semelhante para o
movimento circular);

2z 1
(0=7=27[f (rads™) (7.2)
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A velocidade da particula, vird;
dx(t)

(1) = = Awcos(wt+@,) (ms”) (7.3)
Analogamente, a aceleracao € descrita por;
a(t) = dZ(f ) - At sin(wt+@,) (ms?) (7.4)

e mostra que, num movimento harmoénico simples (MHS), a aceleracio € sempre
proporcional e de sentido oposto ao deslocamento. Na figura 7.1 sdo apresentados os graficos
de x,v, e aem fungdo do tempo.
P/4 F/2 3P/4 P SP/4 3p/2 7P/4
'

(@

Figura 7.1 - Gréficos do deslocamento (x), da velocidade (v) e da aceleracdo (a)
em funcio do tempo, no M.H.S.

O deslocamento da particula, que se move com MHS, pode ser considerado como a
componente X de um vector girante OP', com OP' = A, que gira no sentido directo (anti-
horério), em torno de O, com velocidade angular @ e que faz (em cada instante) um angulo
ot + @, também medido no sentido directo, com o eixo negativo do Y. Na figura 7.2, esta

representado o vector OP' em varias posi¢des sucessivas ((a), (b) e (¢)). Podemos verificar,

z

que a qualquer instante, a componente x de OP' é x = OP'sin (Wt + ¢,).
Y Y

@ B ®) ©

Figura 7.2 - Vector girante para o deslocamento, no M.H.S.
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A velocidade e aceleracdo da particula também podem ser representadas por vectores

girantes OV' e OA', cujos comprimentos sdo, respectivamente. @A e A e cujas
componentes projectadas ao longo do eixo X dao a velocidade v e a aceleracdo a da particula

que se move com M.H.S.. Pode-se ver que OV"' e OA' estdo, respectivamente, adiantados de
7/2 e T, em relagdo ao vector girante OP'.

Figura 7.3 - Representacdo simultanea dos
vectores girantes para o deslocamento (x),
velocidade (v) e aceleragdo (a) no M.H.S..

7.2.2 Forca e Energia no Movimento Harménico Simples

Da expressdo da aceleragdo no M.H.S;

dv 5 . 5
a(t) = Z =-Aw” sin(wt+@,) =—-w"x(t) (7.5)
podemos obter a for¢a que actua sobre uma particula de massa m para que esta oscile com
movimento harmoénico simples. Aplicando a equacdo fundamental da dindmica F = ma, e
substituindo a aceleracio, temos:

F=-m& x=-kx (7.6)
onde colocamos,

k=m@ ou w=\k" (7.7)

Este resultado indica que num movimento harménico simples, a for¢ca é proporcional e de
sentido contrdrio ao deslocamento. Assim, o vector forca aponta sempre para a origem O,
(mas esse € o ponto de equilibrio, pois, na origem, F = 0 N, porque x = 0 m). Também
podemos dizer (considerar) que a forca F € atractiva e o centro de atrac¢ao € o ponto O. Esta
forga € o tipo de forga que aparece quando se deforma um corpo eldstico como, por exemplo,
uma mola. A constante k = m (02, as vezes chamada constante eldstica, representa a forca
necessdria para deslocar a particula de uma distincia unitaria (o aluno deve aqui reconhecer a
famosa lei de Hooke).

Podemos agora extrair as expressoes:
P=2 \/; L |k (7.8)
= T+ — - [— .
k / 27 \m

que nos dao, respectivamente o periodo e a frequéncia de um movimento harménico simples
em funcdo de m - massa da particula e k - constante eldstica da forca aplicada.
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A energia cinética da particula é:
E . =3mv’ =+mA’@’ cos’ (@t +@,) (7.9)
mas da igualdade trigonométrica ( cos® (o) = 1 - sin” (ot) ) temos,

E =smw’ (A> —x*) (J) (7.10)

Notemos que a energia cinética é mdxima no centro (x = 0 m) e nula nos extremos de
oscilagdo (x == A m).

Para obter a energia potencial (lembremo-nos do capitulo 4) que F = - dE,, /dx, vindo;
dE, /dx = kx (7.11)

Integrando (escolhendo o zero da energia potencial na origem), obtemos;

kx? =imw*x? (7.12)

N |—
N |—

E, x
jdEp:jkxdx ou E =
0 0

p

Portanto a energia potencial é minima (nula) no centro (x = 0 m} e aumenta a medida que a
particula se aproxima dos extremos de oscilagdo (x = £ A m). Somando ambas as energias
(cinética e potencial), obtemos, para a energia total do oscilador harménico simples;

E=E +E,=3ma*A* =7kA® (7.13)

que é um valor constante (este resultado era de se esperar, pois a forca € conservativa).
Podemos portanto dizer que, durante uma oscilagdo, ha uma troca continua de energias
cinética e potencial. Quando a particula se afasta da posicao de equilibrio, a energia potencial
aumenta, enquanto que a cinética diminui; o inverso ocorre quando a particula se aproxima
da posi¢ao de equilibrio.

e i

Figura 7.4 - Representacdo da relag@o entre as energias no M.H.S..
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A figura 6.4 mostra a energia potencial, £ =1 kx” representada por uma paribola. Para

uma dada energia total E, representada pela linha horizontal, os limites de oscilacdo sdo
determinados pelas interse¢des dessa horizontal com a curva da energia potencial. Como a
pardbola E, € simétrica, os limites de oscilacdo estdo a distincias iguais, + A, de O. Para
qualquer ponto x, a energia cinética E. € dada pela distancia entre a curva E, (x) e a linha E.

7.3 Dinamica do Movimento Harménico Simples

Vamos agora discutir o problema inverso: provaremos que, dada uma forca atrativa
proporcional ao movimento (isto €, F = - kx), o movimento resultante € harmoénico simples.

Um procedimento € partir da equacdo de movimento, F =ma, com F = - kx e, lembrando
que no movimento rectilineo a = d*x /dt?, escrever a equacao;

d*x I d*x
m =— ou m
dt®

+hkx=0 (7.14)

com, & =k /m, podemos escrever;
2

g T@x=0 (7.15)
Esta expressdo ¢ uma equagdo diferencial cujas solugdes sdo fungdes sinusoidais de o t.
Substituindo x por A sen (@t + @), podemos verificar directamente que essa expressao para
x, que corresponde ao movimento harménico simples, satisfaz a equagdo acima. Logo,
dizemos que x = A sen (@t + @) , € a solucdo geral da equagdo diferencial, porque tem duas
constantes arbitrdrias, a amplitude A e a fase inicial ¢y. Portanto verificamos que uma forca
atractiva proporcional ao deslocamento produz movimento harménico simples.

Esta equagdo aparece em muitas situacdes na fisica. Sempre que ela aparece, o fendémeno
correspondente € oscilatério e obedece a lei A sen(@ t + @), sendo que ela pode estar
descrevendo um deslocamento linear ou angular de uma particula, uma corrente num circuito
eléctrico, a concentracdo de ides num plasma, a temperatura de um corpo ou inlimeras outras
situacoes fisicas.

Exemplo: discutir a solu¢do da equagao diferencial para o movimento harménico simples em
termos do deslocamento inicial xy e da velocidade inicial vy.

A solugdo geral é: x(¢) = Asin(wt+@,),logo x, = Asin(¢,) e v, = Awcos(¢,)

de onde; 1g(@,) = a))% e A=(x;+ ‘%z)y2
0

Por exemplo, se a particula estd inicialmente na posi¢do de equilibrio xop = 0 e recebe um
impulso que lhe imprime uma velocidade vy, temos ¢y =0 e A =vy/@.

Por outro lado, se a particula é afastada de uma distancia xo da posicao de equilibrio e, em
seguida, abandonada, temos vy = 0, e, portanto, tg ¢h = ou ¢ =72 e A=Xxp.
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7.4 Movimento de um péndulo
7.4.1 Péndulo Gravitico Simples

Um exemplo de movimento harmoénico simples é o movimento de um péndulo (dito
gravitico). Um péndulo simples € definido como uma particula de massa m ligada, num
ponto O, por um fio de comprimento / e massa desprezivel (figura 7.5). Se a particula for
afastada lateralmente até a posi¢do B, onde o fio faz um angulo & com a vertical OC, e, em
seguida, abandonada, o péndulo oscilard entre B e a posi¢do simétrica B'.

Para determinar o tipo de oscilacdo observado, precisamos escrever a equagdo de movimento
da particula. A particula move-se num arco de circulo com raio / = OA. As forcas que agem

sobre a particula sdo o peso mg e a tensio T no fio. A componente tangencial da forca

resultante €, pela figura 7.5;
F, = —mg sen® (7.16)

(o sinal negativo aparece porque consideramos um referencial positivo para a direita).

A equagdo para o movimento tangencial € F, =ma, , e como a particula se move ao longo
de um circulo de raio / (constante), podemos exprimir a aceleragcdo tangencial como :

d’6
a, =1 o (7.17)
A equacdo para o movimento tangencial €, portanto;
d’e a6 g
ml =8 sen@ ou i +7 send =0 (7.18)

AR

‘w S

Figura 7.5 - Movimento oscilatério de um péndulo.
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Essa equagdo ndo é do mesmo tipo da encontrada anteriormente (expressao 7.15) devido a
presenca de sen 6. Entretanto, se o angulo 8 é pequeno, o que é verdadeiro para pequenas
amplitudes de oscilagdo, podemos usar a aproximagdo e escrever sen 6 = @ para o
movimento do péndulo que, entdo se reduz a;

2
‘;tf+§9=0 (7.19)

Essa equacdo diferencial € ja idéntica a anteriormente descrita, com x foi substituido por 6,
sendo que, desta forma, ela se refere a um movimento angular e ndo linear. Assim,
concluimos que, dentro de nossa aproximagao, o movimento angular do péndulo é harménico
simples, com o' =g/10 angulo @ pode ser, desse modo expresso na forma:

6(t)=6, sin(wt+¢,) (rad) (7.20)

Podemos escrever o periodo de oscilagdo como;

T=21/@ T = 27[\/2 (7.21)
g

Vemos assim, que o periodo € independente da massa do péndulo. Para amplitude maiores, a
aproximacdo sen € = & nao é valida. Nesse caso a férmula para o periodo depende da
amplitude 6 .

A férmula geral para o periodo, vem expressa sob a forma de uma série,

[
T= 2%\/:(1+isen2 16, +2sen' 16, +..) () (7.22)

8
A variagdo de T com a amplitude 6 ,.expressa em termos do periodo T =27r\/z
8

correspondente a amplitudes muito pequenas, estd ilustrado na figura 7.6. De notar que
somente para amplitudes muito grandes é que o periodo difere apreciavelmente de 7). Para
pequenas amplitudes, € suficiente tomar apenas o primeiro termo de correccdo; e podemos
ainda fazer a substitui¢do de sen16, por 16, vindo como resultado;

T= 27:\/2(1+%902) (7.23)
g

onde 6 deve vir expresso em radianos. Essa € uma aproximacdo suficiente para a maioria
2

das situagdes préticas. De facto, o termo de correc¢ao % contribui com menos de 1 % para

o valor total do periodo, nas oscilagdes menores que 23°.

[Nota: a notacdo de periodo pode ser T (de Time) ou por vezes P (de Periodo), consoante a fonte
bibliografica considerada]
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| | Figura 7.6 - Variagdo do periodo de um
2 5 i —%  péndulo com a amplitude de oscilagdo.

il
3

oy
(TR
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=

(H4, entretanto, um sistema especial em que o periodo de um péndulo é independente da
amplitude. E o péndulo cicloidal. Cicléide é uma curva gerada por um ponto na borda de um
disco que rola num plano. Se construirmos, num plano vertical, uma trajectéria com a forma
de uma cicléide e deixarmos uma massa m deslizar ao longo dela, num movimento
oscilatdrio, sob a ac¢do da gravidade, a amplitude do movimento dependerd do ponto em que

a particula for abandonada, mas o perfodo serd sempre T =41 | % , onde a é o raio do

circulo que gera a cicldide.)

7.5 Principio da Sobreposicao

7.5.1 Sobreposicao de dois M H S: mesma direc¢ao e mesma frequéncia

Consideraremos agora a sobreposicdo (interferéncia) de dois movimentos harmonicos
simples que ddo o deslocamento da particula ao longo de uma mesma recta. Veremos
inicialmente o caso em que ambos tém a mesma frequéncia (figura 7.7). O deslocamento da

particula, produzido por cada movimento harménico simples, é dado por.

x,(t)=0P, = A/ sin(@wt+¢@,) e x,(t)=0P, = A, sin(wt+@,,) (7.24)

Figura 7.7 - Composicdo de dois MHS de igual
frequéncia e direccdo de vibracao.

’
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O deslocamento resultante da particula € dado por:
Xx=0P=x,+x, =A,sin(wt+@,)+A,sin(wt+¢,) (7.25)

Provaremos que x também corresponde a um movimento harménico simples com a mesma
frequéncia. Observamos que a componente X do vector OP’, soma dos vectores girantes
OP’; e OP’,, € justamente a soma das componentes X de OP’; e OP',, (isto é, x; +xp) e
portanto, € igual a x. Além disso, como o dngulo entre OP’; ¢ OP', tem um valor fixo &=
@02 - ®o1 , 0 vector OP’ tem mddulo constante A, e gira também em torno de O com a
mesma velocidade angular ®. Portanto o vector girante OP' gera um movimento harménico
simples de frequéncia angular ® e podemos escrever, entdo, para x = OP,

x(t) = Asin(@t+@,)  Aamplitude A, & A=,/AZ+AZ+2A A, cos (7.26)

A fase inicial @y pode ser determinada se projectarmos os trés vectores sobre os eixos OX; e
OY, , que giram com velocidade angular ® e constituem um sistema de referéncia em que os
vectores OP’; , OP', e OP' estdo em repouso. Entdo, pela lei da adi¢do vectorial, temos;

Acos@p=A cosp, +A,cosp, e Asin@p=A,sing, +A, sin @, (7.27)
Dividindo membro a membro, obtemos:

A sing, +A,sing
tg¢: 1 1 2 2
A cos@, +A, cos@,

(7.28)

Consideremos alguns casos especiais importantes

Se Qo2 = Qo1 , entdo, & = 0 e dizemos que os dois movimentos estdo em fase. Seus vectores
girantes sdo paralelos e temos;

A=A +A, =0 =0, (7.29)

Logo, os dois movimentos harménicos simples interferem construtivamente porque as suas
amplitudes se somam, como podemos ver na figura 7.8.

Figura 7.8 - Composi¢do de dois MHS em fase.

Fisica — Engenharia Civil - 2010 - 2011 100



Se @p2 = Qo1 + T, entdo, 8 = 7, e dizemos que os dois movimentos harmdnicos simples estdo
em oposigao de fase. Seus vectores girantes sdo antiparalelos e se A} > A,

A=A - A, 0=0, (7.30)

e os dois movimentos harménicos simples interferem destrutivamente, pois as suas
amplitudes se subtraem, como ilustrado na figura 7.9. Em particular, se A; = A, , os dois
movimentos harmoénicos simples cancelam-se de maneira completa.

(O que aconteceriase A} <A ?)
‘ \ 1 \

Figura 7.9 - Composicdo de dois MHS em oposic¢ao de fase.

Se Qo2 = Qo1 + T2 , entdo, 8 = /2 , e dizemos que os dois movimentos harménicos simples
estdo em quadratura. Entdo;

A=A+ A; (7.31)

e a fase inicial vird dada por:

A
@, =@, +arctg A—2 (7.32)

1

Nesse caso, os dois vectores girantes sao perpendiculares. Na figura 7.10, estd ilustrado o
casoemque A, = Azx/g de modo que @y =@o; + /6 e A =2A,;.

Figura 7.10 - Composicao de dois MHS em quadratura de fase.
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7.5.2 Sobreposicao de dois MHS: mesma direccao, frequéncias diferentes

O caso em que dois movimentos harménicos simples, que interferem, tém a mesma direc¢ao
e frequéncias diferentes ¢ também importante. Consideremos, para simplificar, o caso em que
¢ =0 e ¢,=0;o0s movimentos sdo, entdo, descritos pelas equagdes;

X, (1) = A, sin(@, 1) e X, (1) = A, sin(@, 1) (7.33)

O angulo entre os vectores girantes OP, e OP’y é o t-w,t=(w,—w,)t e nao é
constante. Portanto o vector resultante OP' ndo tem moédulo constante e ndo gira com uma
velocidade angular constante. Consequentemente, o movimento resultante x=x;+x;, ndo é
harménico simples. Entretanto, como vemos pela figura 7.11, a “amplitude” do movimento é&;

A= \/ Al +A; +2AA, cos(@, —w,)t (7.34)

e “oscila” entre os valores A = A| + A, [quando (@, —w,)t=2nx] e A =|A; - Al [quando
(0, —w,)t =2nx+r]. Diz-se, entdo, que a amplitude é modulada. A frequéncia de
oscilagdo da amplitude é expressa por:

o, — W,

f= fi—1 (7.35)

2
igual a diferenca entre as frequéncias dos dois movimentos que interferem.
4

i

Figura 7.11 - Composigﬁo de dois MHS de frequéncias distintas.

A figura 7.11 mostra a variagdo de A com ¢. A situagdo descrita ocorre, por exemplo, quando
dois diapasdes de frequéncias préximas, mas distintas, vibram simultaneamente préximos um
do outro. Observa-se uma flutuacio na intensidade do som, chamada batimento, que é devida
a variagao da amplitude.

Uma situagdo interessante ocorre quando A; = A, , isto €, quando as amplitudes sdo iguais.
Nesse caso, temos;
x=x,+x, =A in(@, t)+sin(@, t) =
=2A, cos(3 (v, —w,)t)sen(z (@, —,)t) (7.36)
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indicando que o movimento ¢ oscilatorio, de frequéncia angular (@, —@,) e amplitude
A=2A, cos(5 (@, —w,)t . O grifico de x em fungdo de ¢ ¢ ilustrado pela figura 7.12, em que

a linha a tracejado mostra a modulacao da amplitude (envelope a envolver o nosso sinal).
x
[

Figura 7.12 - Batimentos no caso em que as duas amplitudes sdo iguais.

7.5.3 Sobreposicao de dois MHS: direccoes ortogonais

Consideremos o caso de uma particula sujeita a dois MHS, mas perpendiculares entre si.
Podemos considerar o movimento na direc¢do X como x(f) = Asin(@, t) € 0 movimento na

direc¢do Y como y(t) = Bsin(@, t + ). As posi¢des sucessivas ao longo do tempo que a

particula ira ocupar, estardo confinadas ao plano XY, entre -A ¢ +A em X ¢ -B ¢ +B
em Y. A trajectoria observada serd func¢@o da razdo entre as frequéncias angulares ®x e oy
e da diferenca de fase 0. A forma é também condicionada pelas amplitudes A e B. As figuras
resultantes, que representam as trajectorias sdo conhecidas como figuras de Lissajous,
(figuras 7.13 e 7.14).

|
/

MHS.2 (eixo YY)
=)
o
MHS.2 (eixo YY)
3
MHS.2 (eixo YY)
o
5

" \

MHS.1 (eixo XX) MHS.1 (eixo XX)

MHS.1 (eixo XX)

Figura 7.13 — Figuras de Lissajous - igual amplitude, razdo de frequéncias o,/ oy=2¢ 6=0,n/2en
(respectivamente da esquerda para a direita).

/—/-__—_ T TS <‘

MHS.2 (eixo YY)
5
MHS.2 (eixo YY)
&
MHS.2 (eixo YY)
)

>

// I P———

M.HS.1 (eixo XX) MHS.1 (eixo XX)

MHS.1 (eixo XX)

Figura 7.14 — Figuras de Lissajous - igual amplitude, 6 = 0 e razdo de frequéncias oy / oy, =3,4¢ 5
(respectivamente da esquerda para a direita).
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7.6 Oscilador harmonico amortecido. Coeficiente de amortecimento

O oscilador que estudamos até agora ndo sofre qualquer tipo de atrito, € mantém a sua
energia total inalterdvel. Mas o que acontece se existir uma forca de atrito aplicado no
oscilador? O trabalho realizado pela for¢a de atrito ird dissipar/fazer diminuir a energia deste
e observaremos um movimento com cada vez menos energia disponivel, ou seja teremos um
oscilador dito amortecido. A forga de atrito responsavel por essa dissipacdo de energia pode
ser devida ao atrito entre um corpo (ligado a uma mola) e o plano sobre o qual assenta ou
quando se considera a forca de atrito do ar com o péndulo simples gravitico.

As forcas de atrito sdo geralmente proporcionais a velocidade. Logo, em vez da expressdo
(7.14) teremos:

2
md 2 =0 (7.37)
dt dt
pois a nossa forca de atrito € dada por:
Fo=-dv=-a® (7.38)
dt

com A a nossa constante de atrito.

d’x dx
~+y—+ajx=0 (7.39)
dt dt
A , ko, . .
onde y=— e @, =— vy ¢ aconstante de amortecimento do movimento.
m m

Se ndo houver a forga eldstica de restauragdo, a expressao (7.39) vira:

d*x dx
+v2 -0 7.40
dt* 4 dt (7.40)
—yt/2

cuja solugdo € da forma x(t) = Cge , onde C, é a constante que depende da posicdo e

velocidade inicial do sistema. Ou seja, a massa em oscilacao ird parar e vai faze-lo com uma
taxa de desaceleracdo exponencial. Sem a for¢a de atrito o movimento é oscilatério, com
frequéncia prépria (ou natural) @y, como ja vimos anteriormente. Entdo ndo serd dificil
pensar que no caso do movimento oscilatério amortecido, ele deve ter uma solugdo
intermédia, uma “mistura” das duas solu¢des — uma oscilacdo amortecida, onde a velocidade
angular deve estar um pouco modificada pela existéncia do atrito na oscilagao.

A solucdo (que ndo vamos deduzir, mas que o aluno pode comprovar) € da seguinte forma:
x(t) = A" *sin(@'t + ¢,) (7.41)

onde a nova frequéncia angular (@’), vem

®=,|w _r (7.42)
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Vamos analisar as trés situagdes possiveis,
F dependendo se 7/2 / 4 € menor, igual, ou maior do

2
x(z) subamortecido que @, .

x(z)

x(z)

O caso de subamortecido em que y*/4 < @] .

Neste caso, a oscilagdo repete-se durante varios
= ciclos e a amplitude das oscilacdes vai
tempo diminuindo no tempo. A amplitude decrescente

da oscilagdo € envolvida por uma banda -

envelope chamada de envelope, dada por + Ae™”"'? .

O caso de amortecimento critico em que

A criticamente amortecido o =7 /4.

Neste caso, ndo temos uma oscilacdo completa,
antes de a oscilacdo se completar a massa péra.
Vemos isto na figura 7.15, onde a massa comeca
da posi¢ao de equilibrio, alcan¢a uma distancia
maxima, e volta, parando na posicdo de
equilibrio depois de um determinado intervalo de
tempo.

>
A tempo

sobreamortecido

O caso de sobreamortecido em que 7*/4 > @ .

> Neste caso, a massa nem alcanca a posicao de
tempo . . . . A e 4 ..

equilibrio num tempo finito. A distancia diminui
exponencialmente no tempo.

Figura 7.15 — Oscilador amortecido — as 3 solugdes.

7.7 Oscilador harmonico forcado. Frequéncia de ressonancia
Podemos também forcar um oscilador a oscilar. Por exemplo, quando aplicamos uma forca
periddica a uma crianca num balanco de jardim, pois queremos que as oscilacdes continuem.

A forca mais fécil de se tratar matematicamente (e de aplicar) é uma forca periddica na
forma:

F =F,cos(wt) (7.43)

e portanto sinusoidal.

Somando todas as for¢as do oscilador, incluindo a for¢a de atrito e a forca aplicada, a
equacao torna-se entao:

d*x
dt?

+ y% +a}x = (F,/m)cos(@ 1) (7.44)

Na solucio, a oscilagdo “deverd” ter a mesma frequéncia que a da forca aplicada.
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A solucdo da expressao anterior (7.44) € a seguinte:

x(t) = x,, cos(@'t+@,) (7.45)
com:
X, = Fy/m (7.46)
w3 -02) + ]
e

@, = arctg (ﬁ) (7.47)
0

Vemos portanto, que as amplitudes da oscilacdo (x,), exibem um valor madximo quando
FO
myw,

@, —®> =0, ou sejaquando @, = @ , x, (mdx)=

Esta frequéncia é conhecida como

frequéncia de ressonincia (frequéncia propria ou natural), figura 7.16.

@ =@ TFrequéncia
angular

Figura 7.16 — Oscilador forgado com atrito — frequéncia de ressonancia.

Quando a frequéncia da forca aplicada € igual a frequéncia natural do oscilador, a amplitude
da oscilagdo é maxima. Isto € um fendmeno bem nosso conhecido. Por exemplo, no caso da
crianca no balancgo de jardim sabemos que a oscila¢do serd maxima se aplicarmos uma forca
em ressondncia com a frequéncia de oscilacdo natural do balango. As ressonincias sdo
também responsdveis por vibracdes indesejdveis em sistemas mecanicos, ruptura de
estruturas como prédios e pontes sob a accdo de ventos ou ondas sismicas, etc. Todas as
vezes que um oscilador estd sujeito a uma forca periddica com a mesma frequéncia que sua
frequéncia natural, observaremos o fendmeno de ressonincia. Dizemos que a for¢a estd em
fase com a oscilagao.
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