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Capitulo 3 - Cinemdtica do ponto material.

3.1 Movimento Relativo

Um ponto (um objecto) exibe um movimento em relagdo a outro, quando a sua posi¢do espacial
medida relativamente a esse segundo corpo - varia com o tempo.

Quando isto ndo acontece, diz-se que o ponto estd em - repouso relativo — a esse objecto.

Repouso e movimento como conceitos relativos - dependem da escolha do referencial, nao siao
conceitos absolutos.

Quando estudamos os problemas do movimento, temos
sempre que definir um sistema de referéncia ou
referencial, para que nio tenhamos dividas sobre a sua
trajectéria (medida nesse referencial.).

P
XI
v Figura 3.1 — Dois observadores (dois referenciais
distintos) estudam o movimento de P no espago.

\ /\
_____ \__ , }
\\\\\\ 7/
T ~
Trajetéria =\, I~
daLuaem N— L /\\\
relagdo ao Sol - o~
\
Trajetoria L_ —
da Lua em —( Y/
relagio a Terra .«
X/ \
S
\
\ ’)
. —t
¢ |
7l
Trajetéria
da Terra em
relagdo ao Sol

Figura 3.2 — Representagdo da orbita da Lua relativamente a Terra e ao Sol.
As distancias e a trajectéria da Lua ndo estdo a escala.
(a distancia Terra-Sol € cerca de 400 vezes superior a distancia Terra-Lua).
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3.2 Movimento Rectilineo
3.2.1 Velocidade

O movimento de um ponto material € rectilineo quando a sua trajectéria é uma recta.

Considerando o movimento a uma dimensao (ao longo do eixo do XX), a posi¢do de um ponto é
definida pelo seu deslocamento x medido a partir de um ponto arbitrério O, a origem.

Podemos relacionar a posicdo com o tempo e assim obter uma relaciao funcional : x = f{?)

b

% ; e x
0 x x’
H t
v v

Figura 3.3 — Duas sucessivas posi¢cdes de um ponto, no tempo € no espago.

Ocupando o corpo distintas posi¢des (obviamente em distintos tempos), podemos definir a
velocidade média entre esses dois pontos (e instantes) como,

x'—x Ax
V =

=— 3.1
ot At G-D

Velocidade média - durante um determinado intervalo de tempo At
é igual ao deslocamento médio Ax por unidade de tempo , durante o intervalo de tempo

Velocidade Instantanea (num ponto) - toma-se o intervalo de tempo Af tio pequeno quanto
possivel, ou seja, toma-se o valor limite quando At tende para zero (0).

Ax
— 1 = lim — 3.2
Y E—w Vined B—w At ( )

Isto ndo € mais do que tomar a derivada de x em relagdo ao tempo #; vindo,

dx

= 7 (3.3)

v

A Velocidade Instantanea ¢ obtida pelo cdlculo da derivada do deslocamento, em relagdo ao
tempo. (Na pratica, nos nossos instrumentos € sempre num pequeno intervalo de tempo, e
portanto, ndo uma medi¢ao instantinea).

Sabendo v = f{¢) - a posicdo x pode ser obtida por integracdo, pois dx = v dt
jdxzjvdtzx—xo e x=x0+jvdt (3.4)

Xo Ty Ty

vdt - que tem a grandeza de um comprimento € o deslocamento do corpo durante o pequeno
intervalo de tempo dt.
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Exemplo de aplicacao - Velocidade média versus Velocidade instantanea
Uma particula move-se ao longo do eixo XX de tal modo que a sua posi¢do em qualquer instante
¢ dada pela fung¢ao x(z) = 57 +1 (com x dado em metro e t em segundo - S.I.).

Calcular a velocidade média nos seguintes intervalos de tempo:
[2,3]s [2,2,1]s [2,2,001]s [2,2,0001] s

Calcular agora a velocidade instantidnea no instante r =2 s .

Comparar os resultados e verificar a relagdo entre as duas velocidades.

3.2.1 Aceleracao

Regra geral a velocidade de um corpo é fung¢do do tempo. Quando ndo, e a velocidade é
constante (invaridvel no tempo) - 0 movimento é dito uniforme.

Se as velocidade foram distintas ( vem ¢t e v'em ¢ - na figura 3.3) podemos entdo definir a
aceleracio média (entre os pontos A e B), como:

v-v Ay

-t At

(3.5)

med

com Av a variagdo de velocidade (v'-v) e At o tempo decorrido (¢'-7) .

Aceleragcdo média - durante um determinado intervalo de tempo At
é a variagdo da velocidade Av por unidade de tempo , durante o intervalo de tempo

Aceleracao Instantanea - ¢ o valor limite da aceleracdo média, quanto o intervalo de tempo At
tende para zero (0).

Av
=1 = lim— 3.6
@ lim s = lim 7 G0
. . - . B} dv
¢ a derivada de v em relagdo ao tempo t; isto &; a= Z 3.7)

Mas em geral, a aceleracdo varia durante o movimento. Um movimento rectilineo com
aceleracdo (tangencial) constante é dito uniformemente acelerado.

e se a velocidade aumenta (em moédulo) temos um movimento acelerado,
e se a velocidade diminui (em moédulo) temos um movimento retardado.

A partir da aceleracdo podemos calcular a velocidade por integracao (dv = a dt),

J-dv =J-adt=v—vo vV=y, +J-adt (3.8)
2

a:ﬂ:i(ﬂj a=dx (3.9)
dt  dt\ dt dt

ou seja, de dv=adt,vemque vdv =adx, vindo,
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j-vdv =.X[adx v’ _%Voz = jadx (3.10)

Yo X0 X0

[aplicac@o dos conhecimentos de derivadas e primitivas de funcdes polinomiais]

3.2A Movimento Rectilineo Uniforme

. 2
Como v € constante,a =0ms™ , e

x=x,+ [vdt =x, +v[dt =x, +v(t—1,) (3.11)

) Ty

x=x,+v(t—t,) (3.12)
expressdo do movimento rectilineo uniforme, a uma dimensiao

V/ms’ X/m

z=xo+v(th/

v = const, L— o]

t /s ! trs

Figura 3.4 — Gréficos com as representacdes da fungdo velocidade e deslocamento,
no movimento uniforme.

3.2B Movimento Rectilineo Uniformemente Acelerado

Neste caso a aceleragdo a € constante.

V() =v, + [adt =v, +a[dt =v, +a(t—t,) (3.13)
x() = x, + [[v, +att—t,)Jdt =x, +v, [de+a[ (¢t —t,)dt (3.14)
x(t)=x, +v,(t—t)) +La(t—1,)’ (3.15)

expressao do movimento rectilineo uniformemente acelerado, a uma dimensio

12—ty =a[dv=alx-x,) oqueds: |V =v, +2a(x-x,) (3.16)

X0
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/ms’ X /m

/
| r=vot+Fal?
u:vw/ ) /
i
Yo
5 ! tss 5 tss

(considerando #, = 0 s)

Figura 3.5 — Gréficos com as representacdes da fungdo velocidade e deslocamento,
no movimento uniformemente acelerado.

A queda de qualquer corpo na proximidade da superficie da Terra é
(em primeira andlise) um exemplo tipico de um movimento rectilineo
uniformemente acelerado. A aceleracdo da gravidade perto da
superficie da Terrestre é, em primeira aproximacio, constante em -
intensidade e define o nosso sentido de vertical. it iiil.!.ll
TR A

s

Figura 3.6 — Queda de graves.

3.3 Movimento Curvilineo
3.3.1 Velocidade

Consideremos uma particula a descrever uma trajectoria curvilinea C, como ilustrado na figura
3.7.

Figura 3.7 — Representagdo de uma trajectoria curvilinea C.
Sucessivas posicoes e velocidades médias.

No instante ¢, a particula ocupa o ponto A, expresso pelo vector posicdo
Fr=0A=xu,+yu +zi_.

Num instante posterior #', a particula ocupa o ponto B, com r'=OB=x"u, + y'u, +7'u_.
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O movimento ocorre ao longo do arco AB = As, sendo o deslocamento o vector AB=A7F
(F'=F+AF),

vindo; E=Axﬁx+Ay U, +Azu, (Ax=x"-x, Ay=y'-y e Az=7-2)
- AF . Ax . Ay. Az.
logo, v o =— e V =—Uu +—uUu_ +—1u 3.17
g med At med At x At y At z ( )

a velocidade média € representada por um vector paralelo ao deslocamento AB=A7F.

Para o célculo da velocidade instantanea, tomamos At tdo pequeno quanto possivel, ou seja toma-
se (como ja vimos) o valor limite quando At tende para zero;

- - Ar
=i = lim— 1
Pl Vo = i 19

Quando o ponto B tende para o ponto A, o vector AB=A7¥ coincide com a direccdo tangencial
AT (versor uy).

No movimento curvilineo a velocidade instantanea ¢ um vector tangente a trajectoria, dado
por:

dr . dx_. dy_. dz.

L=+ 2 2 (3.19)
dt dt d -~ dt -

dx dy dz S_ [ 2, 2
V. =—,V, =— € V. =—, V= VX+V7+VZ 3.20
odtT Y dt odt | ! G20

Podemos obter o mesmo resultado, usando um ponto arbitrario sobre a trajectéria (Op), assim s =
0pA dé-nos a posicdo da particula medida pelo deslocamento ao longo da curva (trajectéria).

V=

AF As AF As
V=1lm——=| lim— || lim— 3.21
VElm oo [m AJ@% AJ 62D
A7, e . - e
lim A_ € um vector unitirio com direc¢do tangencial a trajectdria (no ponto A),
As—0 AAS
dr AF As ds
ds  Amag T T (922)

ou seja, podemos reescrever a velocidade instantanea como:

V=—l; =Vl (3.23)
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3.3.2 Aceleracao
Neste tipo de movimento (curvilineo), a velocidade, varia tanto em médulo como em direcg¢ao.

e variagdo de médulo: aumento ou diminui¢do da velocidade
e variagdo de direccdo: porque a velocidade € tangente a curva (trajectéria)

Figura 3.8 — Representagdo de uma trajectéria curvilinea e variagio da velocidade instantanea.
No instante ¢, a particula ocupa o ponto A, e no instante posterior ¢', a particula ocupa o ponto B,
sendo a variagdo de velocidade entre esses instantes expressa (no tridngulo) por AV

F=T+AT e AT=7-7 ,

logo a aceleracdao média em At € o vector:

Av v'-v
i =—= 3.24
A A (.29
que € paralelo ao vector AV
Da mesma forma que para a velocidade, temos as relacdes semelhantes:
ERURTHE STV SURTH (AV=Av u, +Av u, +Av_ i) (3.25)
_ Av, . Av, Ay,
iy =~ il 40+, (3.26)
At At At °
3.3.3 Aceleracao instantanea
~ ~ Av
=1 =lim— 3.27
@ fim s = i 27
. dv
a=— 3.28
7 (3.28)

A aceleragdo é um vector que tem a direc¢do da variacdo instantanea da velocidade, e como esta
varia na direccdo da curvatura da trajectdria, a aceleragdo é sempre dirigida para a concavidade
da curva.

Podemos entdo definir a aceleragdo como:
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a= (3.29)
dt’
d’x d’y d’z
com componentes: a, = , a, = ea,= 3.30)
P a7 dr’ dt’ (
e modulo |d| = /a} +a; +a’
3.3.4 Movimento curvilineo com acelera¢ao constante
De especial importancia € o caso de termos a acelerac@o constante em mddulo e direcc¢do.
Se a =constante , (de dv = adt ) temos;
[av =[adt=afar=a(~1,) (3.31)
e como,
[av =7 -7, (3.32)
vem que,
v=v,+a(t—t,) (3.33)
mas sabendo que dr =vdt, logo chegamos a:
[ar =[G+t —1,))dt =5, [ de +a[ ¢ —1)d (3.34)
e como
[ar =7 -7, (3.35)
vem entio: F=T+v,(t—t))+Lat—1,)’ (3.36)

expressao vectorial do movimento curvilineo com aceleracdo constante

e avelocidade v, e a aceleracdo a podem ter direccdes diferentes,

® mas, a velocidade Vv, e a aceleracdo a estdo sempre contidas no mesmo plano,

e o vector ¥ estd sempre contido nesse plano,

Concluimos que um movimento com aceleracio constante é sempre plano e que a sua
trajectoria € uma parabola (um arco de parabola)

A aplicacdo mais imediata deste resultado ocorre no estudo do movimento de corpos perto da
superficie terrestre, onde podemos considerar a aceleracdo (na direccao vertical) constante e
iguala g=9,8 ms™> .
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Figura 3.9 — Representagdo de uma trajectoria curvilinea a duas dimensdes.

Podemos escrever Vo =V, U, VU

Com as componentes iniciais da velocidade: v, =v, cosa e V,, =V,seno

Tomando #)=0s, vem:

V=i, + (v, — g,

expressao vectorial da velocidade

(3.37)

- a componente da velocidade segundo a direccdo XX permanece constante (pois a ndo existe

aceleracao segundo essa componente)

Considerando que o corpo se encontra na origem do referencial em )= 0 s (7, =0), podemos

também escrever;

- - 1 2\ —
r=v,tu, +,t—58"u,

expressio vectorial da posicdo

. 2
ou, analisando as componentes; x =v_ ¢ e y=v,t—3gt", que

coordenadas do corpo ao longo do tempo (em fun¢do do tempo).

Tempo necessario para o corpo atingir o ponto mais alto da trajectoria

Condigao para atingir o ponto mais alto da trajectéria: vy=0 ms’’

. - Vv, seno
Vem entdo como solugdo: t,=—— 5

g
A correspondente altitude mdxima acima do ponto de lancamento, sera:

2 2
Vv, sen"q,

2g

h

max

(3.38)

representam  as

(3.39)

(3.40)
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Tempo necessario para o corpo voltar ao nivel do lancamento

Tempo de voo t,,, € igual ao dobro do #; e o correspondente alcance maximo é:

2
2v,send v, sen2o.

8 4

D _ =v

max ox

m (3.41)

O valor que majora o alcance maximo ocorre para um angulo de lancamento o = 45°

A equagdo da trajectéria do corpo € obtida eliminando o tempo ¢ na equacao (3.38), o que da:

8

5 . x° +xtgo (3.42)
2v,” cos” o

y=-

Equacdo que representa a trajectoria - uma pardbola (com concavidade voltada para baixo)

Estes resultados sé sao validos como uma aproximacao, quando:

1. o alcance maximo € suficientemente pequeno para que possamos desprezar a curvatura do
nosso planeta Terra,

2. a altitude € suficientemente pequena para que a variagdo da gravidade com a altura possa ser
desprezada (variagdo em moddulo e direc¢do),

3. a velocidade inicial é suficientemente pequena para que se possa desprezar a resisténcia
(atrito) do ar.

Exemplo:
E disparado um projéctil com velocidade inicial |\70|:200 ms" , fazendo um angulo de

lancamento de 40° com a horizontal. Achar a velocidade e a posi¢do do projéctil aos 20 s . Achar
também o alcance maximo e o tempo necessdrio para o projéctil atingir o solo.

Y

Figura 3.10 — Lancamento de um projéctil.

Soluc¢ao:
v(20) =153,2u —67,4 ﬁy ms™! 7(20) =3064u_—612 ﬁy m
altura maxima = 843,7 m , alcance maximo = 4021 m, no instante t=26,24 s
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3.3.5 Componentes Tangencial e Normal da Aceleracao

Vamos considerar que no instante ¢ , a particula se encontra no ponto A, com velocidade v e
aceleracdo a . Como sabemos que a aceleracdo estd sempre dirigida para a concavidade da
trajectdria, a sua decomposicao segundo uma componente tangencial @, - paralela a tangente AT

- é denominada aceleraciao tangencial. A componente normal a, - paralela a normal AN
(perpendicular a AT) - € denominada aceleracao normal.

A
N3N
" 7] T
\{14) “~ T J
N SN /\/,
N N /dg
[N
N
S~
uy r ur

uy
7
£ X

o ur

Figura 3.11 — Componentes da acelera¢cdo no movimento curvilineo.
Cada uma destas componentes tem um significado fisico bem definido:

Variacdo no modulo da velocidade : aceleracdo tangencial

Variacdo na direccao da velocidade : aceleracdo normal

Consideremos a figura anterior. A velocidade ¢ v =vu, asua aceleracdo sera:

i=T gy =ty A
dt dt " dt " dt

v (3.43)

(se a trajectdria fosse uma linha recta, o vector u, seria constante na direc¢do, logo invaridvel no
tempo, vindo a sua derivada nula)

Mas sendo a trajectdria uma curva, o vector u, varia ao longo desta. Vamos verificar qual a sua
variagdo. Para isso introduzimos o vector unitdrio #, , normal a curva e no sentido da sua

concavidade. Tomemos também o angulo ¢ que a tangente a curva no ponto A faz com o eixo
dos XX. Temos entdo:

Uy =cosOu, +sendiui, (3.43)
e
. T _ T . -
Uy = cos(q)+5) u, +sen(({)+5) u, =—sendu, +cosQu, (3.45)
entao:
du, do . do . do .
——=—send—u_+cosdO—u, =—1u 3.46
dt ¢dt . q)dt Yoodr " (5.46)

o que nos indica que a variagao do versor tangencial é normal a curva.
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do_dods _ do

(3.47)
dt ds dt ds

sendo ds = AA' o pequeno arco de trajectdria percorrido pela particula no intervalo de tempo dt.
As normais a curva em A e A' interceptam-se no ponto C - centro de curvatura. Definimos o Raio

de Curvatura como p = CA , ds ser4 entdo ds = p do ou seja ) = 1 , vindo 4 =2
ds dt p
e
du -
“r Vi, (3.48)
dat p
temos por conseguinte, que;
oodv. v
a=—Iil, +—1U 3.49
dt T p N ( )

O primeiro termo € um vector tangente a curva e € proporcional a variagdo no tempo do médulo
da velocidade - é a aceleracao tangencial. O segundo termo € um vector normal a curva e
corresponde - a aceleracao normal. O médulo da aceleragdo serd entdo dao por:

a=+a,’ +a,’ (3.50)

Y
+ 7T Trajetoria
P . parabdlica
N\ no vacuo
1 \,
. e \
Trajetoria \\
real \
T \
no ar \
\
J 1 i } I \\‘R

Figura 3.12 — Trajectdria parabdlica de um projéctil, perto da superficie da Terra.
Efeito da direccdo da aceleragdo da gravidade e efeito da atmosfera (atrito do ar).

3.3.6 Movimento Circular: Velocidade Angular

Consideremos agora o caso particular em que a trajectéria é uma circunferéncia, ou seja vamos
tratar do movimento circular.

N 2z

O vector velocidade, sendo tangente a circunferéncia, é sempre perpendicular ao raio

R = CA. Medindo distancias ao longo da circunferéncia a partir do ponto O, temos que
s = RO . Como o raio R permanece constante, obtemos;

v—ﬁzR@ A grandeza m—ﬁ

= = 3.51
dt dt dt 1)
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o tem o nome de velocidade angular. E a taxa de variacdo angular por unidade de tempo. E
expressa em radianos por segundo (rad s, ou simplesmente s™.

] :
o ]

C

W:

(=

Figura 3.13 — Trajectéria circular, velocidades tangencial e angular.

Assim:

(3.52)

A velocidade angular também pode ser expressa como uma grandeza vectorial, de direc¢do
perpendicular ao plano do movimento e de sentido dado pela "regra do saca-rolhas" (regra da
mao direita).

Na figura 3.13 vemos que R =r seny e que ©= ?ﬁz , logo podemos escrever que;
t

V=Qrseny ou seja, que:
(3.53)

(somente valida para movimentos com r e Y constantes).
3.3.7 Movimento Circular Uniforme

o é constante, o que implica que o movimento é periddico e constante, ou seja a particula passa
pelo mesmo ponto da circunferéncia a intervalos regulares de tempo. O periodo P é o tempo
necessdrio para a particula completar uma revolucao (unidade s). A frequéncia f é o niimero de
revolucdes na unidade de tempo (unidade s™' ou Hz).

f== (3.54)

Estes conceitos de Periodo e Frequéncia sdo aplicados a todos os processos periddicos que
ocorrem de uma forma ciclica, processos que se repetem apods cada ciclo completo. Por exemplo,
o movimento da Terra em redor do Sol, ndo sendo um movimento circular nem uniforme, é no
entanto periddico.

Mas se ® é constante, entio:

0 t t
jde:jmdt=mjdt (3.55)
0, ty to
o que implica;
0=00+w(t-1ty) (3.56)
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tomando 0y =0 e 7p=0s, temos: =0t ou 0=0/t
Numa revolu¢do completa, obtemos; t=P e 0=2n, logo,
0=2n/P=2xnf (3.57)
Exemplo:
Calcule a velocidade angular da Terra em torno do seu eixo. O periodo de rotacdo da Terra é de

23h 56min 4,09 s (P = 86164,09 s). Calcule a velocidade linear a latitude de Tomar (39,5°N).
Raio Terrestre =~ 6350 km. Solu¢ao: ® = 7,2921><10'5 rad s’ e v=357 ms’!

3.3.8 Movimento Circular: Aceleracio Angular

Quando a velocidade angular de uma particula varia no tempo, podemos definir a aceleragio
angular, como;

_do
o=— 3.58
5 (3.58)

Uma vez que o movimento circular é plano (ocorre sempre no mesmo plano), a direc¢do de ®
mantém-se inalterada no espaco, logo podemos tomar os mddulos das grandezas, isto é;

do d*6
of=—=
dt dt*

(3.59)

No caso particular da aceleracdo angular o¢ ser constante (movimento circular uniformemente
acelerado), temos:

Tdm = j-ocdt = Ocjdt (3.60)

Vindo,
O =0p+0o(t-t) 3.61)

(sendo my a velocidade angular no instante ;)

como dO/dt = wy+ a(-1), integrando vem:

}de:jmodtmj(t—zo)dz (3.62)
0, ty t,

de modo que,

0=0,+0,(—1t,)+La(r—1,)’ (3.63)

e as,

d do d’e
Aceleracao Tangencial: ap = DR R 5
dt dt dt

= Ral (3.64)

Aceleracio Normal: ay,=—=0R (3.65)

v
R
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3.4 Movimento Relativo

Conceito Relativo - deve ser sempre referido a um referencial especifico, escolhido pelo
observador.

Quando observadores diferentes descrevem o mesmo acontecimento, usando referenciais
distintos, é muito importante saber relacionar as suas observagdes, ou seja, saber relacionar os
referenciais.

Exemplo:

e observacdes realizadas na Terra - s3o na maioria dos casos referidas a referenciais ligadas
ao nosso planeta e que com ele se movem,

e 0s astrénomos preferem referir o movimento de um corpo celeste em relacao as "estrelas
fixas",

e em Fisica Atomica, o movimento dos electroes é determinado relativamente ao ndcleo
atémico.

A busca do Referencial Absoluto (e também do tempo absoluto), ou seja um referencial em
repouso relativamente ao espaco "vazio” (e depois ao espago preenchido de "éter") - verificou-se

infrutifera - ndo existem elementos no espago que sirvam de referéncia absoluta.
3.4.1 Velocidade Relativa

Vamos considerar dois pontos méveis, A e B , e um observador situado em O, na origem de um
referencial XYZ (figura 3.14).

X
Figura 3.14 — Velocidades de dois pontos em relacdo a um referencial.

As velocidades de A e B relativas a O sdo, respectivamente:

— dar - dr,
VvV, =—4 e vV, =—2% 3.66
Aar Bdr (3.66)
entdo a velocidade de Bemrelacao a A , é:
s dr,
V., =—2 3.67
AT (3.67)

Fisica — Engenharia Civil - 2010-2011 39



a velocidade de A em relacdo a B, é:

Vi =—— (3.68)

onde,

Foo = AB =7, — 7, e Fip =BA=F, —7, (3.69)
(como F,, =—7,, ,temos que V,, =—V,, ,ou seja, as velocidades relativas de A para B e de B
em relacdo a A t€ém igual médulo, mas sentidos opostos)

v v o =% _d

Vg, =V, -V, i (3.70)

Para obter a velocidade relativa entre dois corpos, temos de subtrair as suas velocidades relativas
ao observador.

3.4.2 Aceleracao Relativa

Obtemos a aceleracdo de B em relagdo a A, derivando em ordem ao tempo a respectiva
velocidade relativa de B em relacdo a A,

= - (3.71)

Apy =dp —dy (3.72)
onde a; € a aceleracdo de B relativaa O, e a, € aaceleracdo de A relativa a O.

Exemplo:

Um avido A voa para norte a 300 kmh™ em relagdo ao solo. Ao mesmo tempo, outro avido B voa
no sentido N60OW a 200 kmh™ em relagdo ao solo, como representado na figura 3.15. Calcular a
velocidade de A relativamente a B, e de B relativamente a A.

Solucao: ‘VAB =264,57 kmh! no sentido N 40,89°E .

N
!

Vi

60°

e

1
|
S

[

(a) (b) ()

Figura 3.15 — a) Avido A, a voar no sentido norte. b) Avido B, a voar no sentido N6OW.
¢) Representacio dos vectores velocidade relativa.
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3.4.3 Movimento Relativo de Translacao Uniforme

Consideremos dois observadores O e O' que se deslocam um em relacdo ao outro com
movimento uniforme de translacdo (e que ndo giram/rodam um relativamente ao outro). O
observador O vé o observador O' mover-se com velocidade v .

Queremos comparar as descricdes que estes observadores fazem de um objecto, por exemplo, de
um avido (ponto A) em voo, quando visto por um observador no cais de embarque e por outro
num comboio com movimento uniforme. Para simplificar os eixos XYZ sdo paralelos aos eixos
X'Y'Z', e os dois referenciais coincidem em # =0 s.

Deste modo:
00'= vt V=vu,
Com o movimento relativo entre os observadores a ocorrer ao longo do eixo dos XX

Consideremos a particula A,

OA=00+0'A
ou seja
F'=r—vt

nas trés equagoes escalares;

X'=x—-vt, y'=y, z'=z, t=t (3.73)

Transformacao de Galileu

Figura 3.16 — Movimento relativo de translac@o uniforme.

A velocidade Vde A relativa a O é definida por:

_ T R dy _ R
dt dt dt 7 dt
ea,

velocidade V' de A relativa a O' é definida por:
Ao _ddn g (3.75)
dt  dt dt ’  dr -
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ou seja,

V=V-v (3.76)
nas suas trés componentes;
V.=V -v V.=V, V.=V,
, . av . AV .
As aceleracOes de A relativasa O e O' sdo a = y e a'=—— ,respectivamente,
t
Obtemos entdo que;
ﬂ = ﬂ ou que a=a' (3.77)
dt dt

Ambos os observadores medem a mesma aceleracao do ponto A. A aceleracdo de uma particula é
a mesma para todos os observadores em movimento relativo de translacdo uniforme. A
aceleracio é um invariante quando passamos de um referencial a outro qualquer, animado de
movimento relativo de translacio uniforme.

3.5 Movimento Relativo de Rotacao Uniforme
3.5.1 Velocidades Relativas

Consideremos dois observadores O e O' animados de um movimento relativo de rotagdo, mas
sem movimento relativo de translagdo. Para simplificar, admitimos que os dois referenciais a eles
ligados t€ém a mesma origem, s@o coincidentes. O observador O estd ligado a um referencial XYZ
, € 0 observador O' a um referencial X'Y'Z' que roda com velocidade angular constante ®.

Assim, o observador O vé o referencial do observador O' (X'Y'Z’) a girar com velocidade angular
®, mas o observador O' descreve exactamente o oposto em relacdo ao referencial do observador
O (XYZ), vé este a girar com velocidade angular - ®.

Vamos considerar o vector posi¢do da particula A,
referido em relagdo ao referencial XYZ como r, tal
que:

F=Xu,+yu, + i, (3.78)

Figura 3.17 — Movimento relativo de rotacao uniforme.
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e portanto a velocidade da particula A, medida por O, relativa ao referencial XYZ, sera:
V=—=""ii +—ii +—, (3.79)

Do mesmo modo podemos definir o vector posi¢cdo da particula A, referido em relacdo ao
referencial X'Y'Z' como 7', tal que:

F'=x'u,+yu,+z'u, (3.80)

de notar que como 7 € igual a 7' (a origem e o terminus dos vectores posicao sdo as mesmas
respectivamente), podemos tomar 7 '= r

- dr dx'. dy'. di .

V=" =S 2 s S, (3.81)
dt dt dt dr -~

Para o observador O' o seu referencial X'Y'Z' ndo gira, mas o observador O vé X'Y'Z' a girar,

portanto os vectores i, , u, € u_ ndo sdo constantes em direc¢do, quando visto de O, vindo

portanto a derivada temporal como:

Dy g (3.82)

e como estamos a admitir um movimento de rotagdo uniforme, os vectores u . , u , € u, exibem

um movimento uniforme, com velocidade angular ®.

% = X, , dj;" = OXii, | dj;‘ = X, (3.83)
[ver expressdo (3.53)]
Entao,
dj; x'+ d;tty y'+ d;?; 7= OXU X'+ OXi Y +OXi 2 (3.84)
=OX U, X' +u,y +i.z') (3.85)
— OXTF (3.86)
ou seja, podemos escrever;
V=V+Ox7F (3.87)

expressao que relaciona as velocidades V e V' de A, quando observadas respectivamente de O e
O', em movimento relativo de rotagdo.
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3.5.2 Aceleracoes Relativas

Do mesmo modo podemos obter as relacdes entre as aceleragdes. A aceleracdo relativa de A em
relacdo ao referencial XYZ, medida por O, é:

V _dvV dv, dv
Wy g Ny (3.88)
dt  dr i dr

a=

.

a aceleracdo de A relativa ao referencial X'Y'Z’, medida por O, e

7 ' ' dV' . 1 '
= _NVeg (g (Y i, (3.89)
dt dt dr ’ dt

G=—="— = (3.90)
dt dt dt
como V'=V' i, +V'iu,+V'. u, ,temos que;
V' ' av', " ™ du i
dv:_dv, U, +—=—u ,+dVZ U, +du" V. +—=V ,+duz V. (3.91)
dt dt d 7 dt dt d 7 dr

’

os trés primeiros termos do segundo membro sdo iguais a a' e os trés dltimos termos do
segundo membro sdo iguaisa ®XV'.

Temos portanto que:

N gt oxV (3.92)
dt
e ja sabemos que d—i =V =V'+0Ox7
odr e e
wxaza)x(v +OX7)=WXV'+OX(OXTr) (3.93)
vindo por fim que:
a=a'+ 20X V'+@dX (DXT) (3.94)

Esta equacdo relaciona as aceleragdes a e a' da particula A, relativas aos observadores O ¢ O'
em movimento relativo com rota¢do uniforme.

O termo |2@&x V'| é chamado de aceleragao de Coriolis (3.95)

O termo € chamado de aceleracdo Centripta (3.96)

Estas aceleracdes resultam do movimento relativo de rotacao dos observadores, muito tteis na
descricdo de movimentos, por exemplo a superficie da Terra (que roda com movimento uniforme
em torno do seu eixo de rotacao).
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3.5.3 Movimento Relativo a Terra

Estudo do movimento de um corpo em relacdo a Terra.
A velocidade angular da Terra ® = 7,2921><10'5 rad s™! , sendo a sua direc¢do coincidente com o
eixo de rotagdo da Terra.

Consideremos um corpo A sobre a superficie da Terra, e tomemos go a aceleracdo da gravidade
por um observador em A, desprovido de rotacdo. Assim gy corresponde a a nas equagdes
anteriores. a' serd a aceleracdo medida por um observador que gira com a Terra, logo:

a'=g, — 20XV —0OX(DdXF) (3.97)
i
> >
BQO —Xl_\ N .
Diregio— P

—wx(wxr) /7 N
MPEPN

radial

(a) Hemisfério norte

(b) Hemisfério sul

Figura 3.18 — Aceleragdo centrifuga devido a rotacao da Terra.

Se considerar-mos o corpo A inicialmente em repouso ou movendo-se lentamente, de modo a
que o termo de Coriolis seja desprezivel em relagdo ao termo centrifugo, a aceleracio medida é
a chamada aceleracdo gravitica efectiva, dada por:

g=g, —OX(®Xr) (3.98)

Esta é a aceleracdo medida com o péndulo. Admitindo a Terra esférica e sem anomalias locais,
go aponta sempre para o centro da Terra, portanto na direccao radial.

Com este termo adicional, a direc¢do passa a ser a de g , chamada vertical, que € ligeiramente
desviada da direc¢do radial.

Este termo centrifugo, como podemos ver na figura 3.18, é sempre paralelo ao plano do equador,

omoédulode @x7 é:
|Ox 7| = wrcos A (3.99)

ou seja o médulo da aceleracdo centrifuga é:
|- Ox(Ox7)| = 0 rcosh=334x10" cosA (m.s™)

sabendo que o raio médio da Terra € 6370 km, o valor mdximo desta aceleracdo centrifuga
ocorre no equador. O seu valor € de apenas 0,3% de g .
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Segundo a direccdo radial, teremos: |- X (dxF)| cos L =’ rcos® A

Segundo a direc¢do norte-sul, teremos: |— OX(OXF )| sin A =® rcosAsin A
A ¢
d
P~ P/ | ‘\\\P// {
// \\\:\w e \\:“1
s | | 1o
’ | Diregdo vertical

H Diregdo vertical
! 1
~|

In |
Moo |

-
|
{
)
! i Diregdo
|
|
|
|
|

horizontal horizontal

{a) Hemis{ério norte (b) Hemisfério sul

Figura 3.19 — Desvio ao longo do meridiano, na queda de um grave

B> / fw
N wlr cos? A,
N
N o

~Juw?r cos? A
(a) Hemisfério norte B/

(b) Hemisfério sul

Figura 3.20 — Componente vertical e horizontal do termo centrifugo.

Em relacdo ao termo de Coriolis, consideremos um corpo que cai em queda livre.

O valor de —2®xV estd dirigido para Este, pelo que o corpo em queda atingird o solo sempre a
leste da sua vertical inicial. A combinacdo destes dois efeitos (centrifugo e de Coriolis) faz com
que no hemisfério norte um corpo em queda livre seja desviado para sudeste, e no hemisfério sul
tal desvio ocorre para nordeste.

Quando temos corpos que se movem no plano horizontal, o nosso termo de Coriolis tem
componentes horizontais e vertical. No
hemisfério norte essa componente
horizontal faz com que uma trajectéria
inicialmente recta seja desviada para a
direita, e para a esquerda se estivermos
no hemisfério sul.

Figura 3.21 — Desvio para leste (em ambos
os hemisférios) de um corpo em queda
livre.
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!
(a) Hemisfério norte S/ {b) Hemisfério sul

Figura 3.22 — Efeito do termo de Coriolis na rotagdo das
massas de ar atmosféricas (em ambos os hemisférios).

Tabela 3.1 — Valores da aceleraciao da gravidade para alguns locais na Terra.

Local (nivel do mar) | Latitude | Aceleraciao da gravidade (ms'z)
Pélo Norte 90° 00’ 9,8321
Anchorage 61°10° 9,8218
Greenwich 51°29’ 9,8119
Paris 48° 50’ 9,8094
Tomar 39° 32 9,8010
Washington 38° 53’ 9,8011
Key West 24° 34° 9,7897
Panama 08° 55’ 9,7822
Equador 00° 00’ 9,7799
B II EiXO B
veriat | {52 Terre verical 2"

horizontal

\da Terra

(a) Hemisfério norte (b) Hemisfério sul

Figura 3.23 — Componente vertical e horizontal do termo de Coriolis,
(em. ambos os hemisférios).
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